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我们一直在用三视角方法来分析和认识事物。三视角方法是一个认识方法论或认识工具，它的内

涵是：

认识任何一个事情或物体，无论可见还是不可见，只要是我们能叙说或定义的一个‘存在’

体，不管是三维物体还是一个抽象数学理论或对象，数学过程和数学概念，我们都需要使用对比/
本质视角，变化的视角，和分布/处境的视角来认识它。而且如果我们缺少任何一个视角的认识，

我们的整个认识或理解就是空的；或者说，我们只是将一些符号记录在大脑储存区域内，并没有

进入我们的知识结构体系里。任何信息必须经过学习者的解释才能成为知识,而解释就是用已有的

知识结构里的特定的图式来与新的信息建立结构关联.

进一步解释是：当我们从对比/本质的视角研究和学习或认识一个事物时，我们必须以变化

和分布的视角为条件；当我们使用变化视角时，我们必须使用本质和分布视角；照样，分布的视

角的认识也必须以本质和变化的视角为预设。总而言之，认识任何事物，必须使用三个视角，三

个视角彼此互相需要，没有重要和次要之分，地位平等，而且三个视角必须同时出现在任何一个

认知活动里，但是有所侧重。

那么，对一个事物的完整的认识和在它在人的知识结构体系里存在的知识图式就是一个三视

角的知识结构体，这个结构体是整体协调，各个视角互不矛盾，互相依靠，互相补充。自然地，

学习的本质就是如何形成这样的三视角知识结构体并不断地丰富这个结构体。

前面我们细说了如何使用三视角来分析个位数的‘乘法’的教学和学习。今天我们来讨论如

何学习数字比如‘7’。数字‘7’是一个符号，但是这个符号到底代表什么意思呢？这是我们今

天要详细讨论的。学习一个数字，其实就是我们教育小孩‘数数’的过程。这么简单的事情，还

值得讨论吗？其实，如果要真正地明白一个‘数字’所代表的含义，我们还必须走向信仰，要用

三位一体的知识论才能明白，当然今天我们只是分析如何学习。

毕达哥拿斯认为数字是很‘美’的，你能体验到‘7’的美吗？数学家 Sfard说一个数字既是一

个过程也是一个独立的对象。到底如何认识‘7’呢？我们从对比/本质视角开始。

1．对比本质视角告诉我们‘7’的本质是什么？就是‘7’成为他自身的‘身份证’。

数学上说‘7’代表着一些‘相同’的存在体的集合，可以是看见的和看不见的；可以是

物质的，也可以是观念性的。比如 7 个西红柿，7 个中国人，7 个中文字， 7 个圆的特性，

7 个数学定义，等等。

这里的相等是角度性的，或说从某个性质来看他们相同；不是说两个东西完全相等，因为

任何两个事物都具有不同性的。即使是两个电子，或两个光子，事实上他们都不是完全相

同的。所以当我们说 7 个西红柿时，我们是从‘西红柿的固有属性，就是西红柿的本质视

角’来说他们是相同的。



人们研究这些包含有‘相同的事物‘的集合，比如集合 A 里 X 个苹果，B 里有 X 个梨。人

们发现这些集合有一个共性，就是这些集合之间可以建立‘彼此一一对应’的关系。

然后我们把这种‘对应关系‘或‘共性’，定义为’同一个数目‘，比如这个数叫’7‘。

或者说，在很多的‘这样的集合’里，有些‘集合’有共性，就是能‘一一对应’；而且

每一个‘集合都可以找到和它’一一对应‘的其他的’集合‘。这样，这些‘彼此对应的

集合’就有一个共性。把这个‘共性’定义为一个概念，就叫做一个数字，比如‘7’。

这里我们使用十进制。它描述的就是集合的元素的多少。

如果，我们使用二进制(0,1 两个符号)，那么这个‘共性’就是‘7’，就会被记写成

‘111’；如果我们使用三进制（0，1，2 三个符号），它就是‘21’；如果我们使用

‘A,B,C,D,E’来代表五进制，那么这个‘共性’就可以定义为‘BC’. 所以‘7’这个符号不

是本质的，本质是这些‘集合’们，他们有一个共性，这个共性就是集合里的元素之间可

以彼此一一对应。比如，袋子 A里有‘一些’苹果，袋子 B 里有‘一些’书。如果我们能

把书和苹果一一对应起来，那么我们说两个袋子里具有相同多的物体。这两个‘一些‘他

们具有共性，就是’可以一一对应‘。这个就是我们衡量两个集合里的元素的个数是否相

同的定义。对于无穷大，比如自然数的个数和有理数的个数是否一样多呢？我们也是用这

个‘一一对应’来研究的。这就是’7‘的对比/本质视角。这个共性，就是‘集合’的元

素的‘一一对应性’。我们应该引导孩子自己去探索发现这个‘一一对应性’。这个'一
一对应’告诉孩子什么叫做’数目相等’和’不相等’.

要认识本质视角，我们还要采用对比的方法。就是我们要比较‘7‘和’6‘，’7‘和’5
‘，’7‘和’1‘等等。要让孩子去发现：我们不能把‘7’个苹果和‘5’个梨去‘一

一对应’。只有在对比中，孩子才能真正明白‘7‘的内在含义和’7‘与其他数字的不同

是什么意思。当然这个认识过程是漫长的，很多孩子要好几年的时间。很多人可能一生都

不明白上面的意思。这个‘一一对应’过程也就是孩子数数的过程。但是大部分孩子学习

数数的过程都是有问题的。

2．变化的视角说的是，这样的‘7’个‘具有相同性质’的元素的集合体有很多，就是‘7’
的本质的具体表现有很多，且有不同性。基本上，在大自然和历史中，我们能叙说和定义

的任何事物都可以用‘7’来描述。但是，我们不能说‘7’个‘东西’，因为我们无法来

定义‘东西’。同样，对于人本哲学上的‘存在’，我们也无法定义。我们不可能定义一

个普遍概念，它能包括任何事物；我们也不能定义一个无所不包的范畴。

变化的视角指‘7’的本质概念的具体应用。孩子们需要不断地去发现事物之间的共性，

才能更好地明白数字的含义。发现共性和差异性几乎等同于认知世界的全部任务。所以中

文的‘智力’是指知道和看见的能力，什么叫做‘看见’一个事物呢，就是将它从其他事

物中分别出来，但是也要发现它和其他事物的共性。中文是从认知的结果视角来说的。那

么英文呢？‘Intellect=choose between’，就是在两者中进行选择，就是区分，其中包括发

现起共性和差异性。所有科学，包括人文和自然科学都是干一个‘区分‘的事情。

显然，英文是从过程的角度来定义的。



3． 分布和处境的视角言说‘7‘和其他数字和其他数学对象的关系，或者说‘7’代表的这些

‘集合’，和不能与‘7‘的’集合‘进行’一一对应‘的’集合‘的关系。比如，’7
‘比’6‘多一个，就是 7=6+1；从’对应关系‘来说，就是一一对应之后，‘7’的‘集

合’里面会比‘6’的集合多一个。分布的视角说的是‘7’和其他数字的普遍联系，或者

说‘7‘的重要性的体现。’7‘本身是无价值的，如果他不和其他数字发生关系。所以，

我们有 7 和 8的关系：大小关系，加法关系，乘法关系，很多很多。

分布的视角其实是把‘7‘已经看成一个独立的个体，把他的’过程性‘，就是‘一一对

应性’封装起来了。然后，研究这个个体和其他个体的关系，就是普遍联系性。这个‘封

装’的过程是需要很长时间的。比如很多孩子，你要他做 7+3，他会这样在心里数：1，2，
3，4，5，6，7，然后是 8，9，10。结果是 10。你会发现，他此时把‘7’还是理解成前

面的对比本质视角里的‘一一对应’，就是‘从 1 数到 7’的过程。他还没有将这个‘过

程’对象化。如何从‘过程’尽快过渡到‘对象‘阶段呢。这是一个很有意思的难题。从

三视角理论来说，就是要在‘分布’的视角上进行多次训练和反思。

完成了以上的三个视角的分析了，明天我们可以简单地介绍如何学习数字比如‘7’了。

学习数字比如‘7’就是通常说的如何学习‘数数’。很多家长一定认为孩子只要会从 0，
1，。。。。一直数到 10 就是会了 10 以内的数数了。从我们以上的分析来看，这是一个

错误的认识。因为很多孩子基本上不明白数字的意义，在他的大脑里，是一连串的符号，

彼此相连，2 这个符号在 3 之前，8 在 7 之后。

最基本的数数学习要求有下列几点认识：

1．当你问到孩子 7 是什么意思的时候，孩子要能告诉你，就是表示 7 个苹果，7 本书，7
天，等等。当他看到 7 个相同的东西的时候，他要能告诉你，那儿有 7 个什么。还有，

他要明白当袋子里有 3 个梨和 4 个桃的时候，他应该知道那儿不是 7 个梨也不是 7 个

桃。当然你不能要求他说 7 个水果，因为他可能还不明白水果和梨的关系。

还有要有应用能力：孩子要能使用数字，比如你要孩子拿 7 个椅子过来。要他拿 7 张

纸和 7 瓶水。

2．孩子要能明白 7 比 6 多一个，就是数与数之间的关系要清楚。当然他们不必明白 7 和

4 的多少关系，但要知道 7 比 4 大。反过来也是，6 比 7 少一个。孩子要明白，每一个

数字的前面是谁，后面是谁。最好能明白前后的至少两个数是谁？

其实上面的最基本的要求就是三视角的知识图式的应用的最基本部分。

大家一定要切记：仅仅告诉孩子 7 表示 7 个苹果，或说 7 个相同的东西，孩子是不能明白

的。他只是记住你的话，应用的时候，就是重复你的话而已。

下面我们具体讲解如何学习数数：



1． 从变化视角到本质视角的数学活动设计

这个过程是漫长的，往往要几年的时间，一般来说，我们可以在两岁半左右开始和孩子数

数。学数字的知识预备是孩子会初步进行事物的分类，发现他们的相同和不同性。这个可

以从一生下来就进行。活动可以变化多端。

分类本身就是一个知识图式，这个知识图式的建造和完善是一生的。人的天性里有发现相

同和不同的能力。我们要从小和孩子去进行事物的分辨和分类。当然是使用简单明了的教

具。

其次，孩子需要建立‘序列化’的知识图式，就是将相同的事物一个一个地按次序放在一

个地方，就是整整齐齐排队。这个是每一个孩子都愿意做的。

分类和排队是孩子从小就可以做的事情，也是很美的事情。分类和排队合起来就是一个三

视角系统。排队是从普遍联系视角，就是分布的视角，分类就包含两个视角：本质和变化。

第一步要设计‘一一对应的关系’的活动，反思和抽象总结。

首先是设计对很多物体进行分类和排列。就是分类和排列的操作活动。我们以学习 1，2，
3开始吧。因为研究表明，人类对 1，2，3是容易区分的，注意不是对 1，2，3这三个符

号。而是下面我们要进行的数学游戏活动里的‘一些’的‘一一对应关系’的区分。

a. 在分类和排列的活动中进行‘一一对应关系’的活动。

老师可以根据孩子们的喜好，选好他们自己爱好的东西，进行个别独立或分组一起的

分类和排列活动。比如：给孩子们 1 个梨，2 个苹果，3 本书，2 个铅笔，3 个杯子，

1 个桃子，混合在一起。然后要孩子将这些物体进行分类，就是相同的类型的排列在一

起，每一组可以使用从左到右的排列方式。这样孩子就把相同的东西排列在一起，就

有六组的东西。

此时，老师可以和孩子做一个‘一一对应’的游戏。游戏老师和孩子随机各取一组，

可以彼此蒙着眼睛选。比如孩子选了 1 个桃子组，老师选了 2 个苹果组，下面该玩一

个什么样的游戏呢？ 注意一定要在孩子的已有的知识结构里进行，否则他不会明白的。

明白外界事物，就是用自己的知识结构去解释外在的事物。孩子没有多少的概念，但

是有‘有’和‘无’的概念，有‘序列’的概念。我们的目的是要建立一个‘一一对

应’的概念。就是在具体的游戏中要让孩子体验出‘一一对应’的意思出来，从而明

白桃子组和苹果组不能一一对应。很多家长一般会马上告诉孩子，苹果多些，桃子少

些。你会发现孩子根本不懂你的‘多和少’。我们该设计什么样的游戏才能达到上面

的目的呢？

孩子虽然不是非常明白数字 1 的概念，但是因为经常听我们说‘拿一个什么来吧，吃

一个什么吧，等等‘，从一生下来就听到这样的’一‘很多。慢慢地，在他们的知识

库里已经有一个模糊的’一‘的概念。 所以我们可以利用这个知识基础。记得我儿子

小的时候，我就看到一个树，就和他说，一棵树，一片叶子，一个石头，等等。很多

家长等不及，往往一起来，一棵树，两棵树，三棵树，。。。。。心太急了！

游戏可以这样设计：孩子（Jimmy）选了桃子组，妈妈选了苹果组，爸爸没有。

妈妈说：Jimmy,你看爸爸没有水果，我们每人给爸爸一个好吗？

孩子说：好啊！帮助爸爸。

妈妈给爸爸一个苹果，孩子给爸爸一个桃子。



妈妈说：Jimmy,你还有吗？

Jimmy: 妈妈我没有了。

妈妈说： 我还有一个啊。你和我一样多吗？谁多些呢？

这样的活动要进行很多次，第二次可能是孩子 3 本书，妈妈 2 个铅笔。这样，一个一

个地给爸爸，玩后，孩子手里还有，妈妈手里没有了，妈妈要引导孩子思考，谁多些

呢？这样，孩子通过‘一一对应’活动，开始发现，当玩书和杯子的一一对应的游戏

时，两个人同时都没有了，慢慢地，他会发现有些组和有些组是可以一一对应的，就

是游戏完后，自己和妈妈同时都没有了。此时，父母要引导孩子，告诉孩子，如果我

们能建立‘一一对应‘， 那么就是一样的多。当然我们不能期望孩子很快就会明白的。

第二个游戏就可以要孩子进行组于组之间的配对，比如告诉他，将一个苹果和一个本

书放在一起，最后会发现书会多一本。慢慢地，孩子明白何谓‘一一对应‘。

第三个游戏就是，将数量增加到 10 以内。要孩子去体会‘一一对应‘。但是不要告诉

孩子这是 1，这是 2，这是 5。明白一一对应就是你一个，我一个，一个一个来，看看

最后谁还有，谁没有呢？

最后，可以将活动扩展到图形的配对。慢慢地孩子会明白，通过‘一一对应‘，可以

判断谁比谁多些。因为’多少‘的本质意义就是’一一配对‘之后，谁还剩，就是谁

多些；谁没有了，就是谁少些。同时没有了，就是一样的多。这样，孩子可以通过一

一配对来分辨多，少，相同的关系了。

下一步就是，给孩子一些各种物体的组合体，要孩子去分类和排列好，并且通过‘一

一对应’去判断哪些多些，哪些少些，并且可以将少的放在前面，多的放在后面。相

同的并列在一起。然后引导孩子去思考，就是如何将这个不同的‘一一对应‘，就是

不同的’相等‘定义为一个数。此时，孩子已经知道了，如何判断那些多，那些少。

但是，就是不知道如何描述这些不同的’相等关系‘。就是对每个’相同‘可以来一

个标记，来区别不同的’相同‘，或区别不同的‘一一对应’关系。

此时，妈妈可以要孩子做一件事，就是妈妈数好 9 个苹果，然后要孩子去拿和苹果一

样多的桃来。那么，孩子就会拿着苹果，用桃来一一对应完成任务。然后慢慢地，妈

妈可一制作一些苹果的制片代表苹果，把不同数目的苹果纸片订在一起成为一个苹果

书一样。先让孩子比较苹果书的页数的多少和相同，然后要孩子按苹果书的页数去那

一样多的桃，用一一对应的方法。

这样，我们已经从实物对应实物过渡到了实物和图片。接下来就是制作 1，2，3，4，
5，5 个不同的苹果书，就是每个苹果书有不同的页数。要孩子判断 5 个不同的苹果书

的页数的多少，就是从小到多排好，让孩子明白，一个比一个多，而且都是多一个。

此时，妈妈可以问，如果最少的我们用一个符号，就是‘1’，来表示他的数目，那么

你觉得比他多一个的应该用什么符号呢？这样可以叫孩子自己设计符号表示‘2’，

‘3‘，’4‘，和’5‘。比如他的可能是一个图画都可以。你必须叫孩子给取个名字。

比如如果孩子把有 4 页的苹果书叫做‘狗狗’。 那么，你接下来，可以叫孩子，拿

‘狗狗’个桃。就是和‘狗狗’那本书的页数一样多的苹果。那么孩子就会拿着这个

‘狗狗‘书去’一一对应‘数出桃来。你可以进行更多的数桃的活动。



此时，我们的‘狗狗‘已经靠近我们的’4‘了，但是还有一段距离。此时是因为，我

们的’狗狗‘还是孤立的，没有和其他的苹果书建立关系。所以，下面的数学活动都

要围绕’苹果书‘之间的关系。比如，孩子如果把 1，2，3，4，5 页的苹果书，叫

做，’哈哈‘，’依依‘，’亮亮‘，’狗狗‘，’娃娃‘。那么，妈妈要引导孩子

问：

1．如果，妈妈要‘哈哈‘个逃，怎么数？还要拿那本书吗？孩子说，就是一个吧。

2．‘依依‘比’哈哈‘多吗？多一个吗？孩子说：是的。多一个。那么，

如果妈妈要‘依依‘个桃，那么要用’依依‘这本书吗？可不可以，先数一个，

就是‘哈哈‘个，那么’依依‘个呢，是不是就是再拿一个呢？

3．这样，一直到‘亮亮‘，’狗狗‘，’娃娃’个桃都可以从‘哈哈’开始。

4．慢慢地，妈妈可以把这五个名称改为‘1，2，3，4，5’，中文就是‘一，二，三，

四，五’，英文就是‘one, two, three, four, five’.
5．然后，妈妈必须和孩子一些慢慢地熟悉这些新的名称。并且要和孩子明白，2 本书，

就是在 1 本书上再加一本，3，就是 2多一本，一直到 9。此时，孩子已经完成了

整个 9 个数字的自我概念建构。而且，也明白数字之间的关系。最后，妈妈可以

告诉孩子，0 就是没有的意思，因为是空的。

6．此时，孩子应该已经明白 9 个数字都是表示不同的数目的相同性质的物体的集合，

而且孩子也明白他们都是从 1 开始，一个比一个多一个地递加上来的。这个其实

就是孩子的排列活动的一个数学递加表叙。孩子已经明白数字之间的彼此关系。

就是 9 比 8 多一个，8 比 9 少一个，6 和 7，3 和 4 等等都是这样的关系。

2．变化的视角就是运用这些数学符号去进行应用。

比如：具体数数有多少个苹果，多少本书，就是通常的教科书上的一些题目。

变化的视角就是训练孩子应用自己建立的数学概念，比如 9，其实是一个一一对应关系。

那么现在的应用就是一个与心里的一个递加的过程的对应，因为孩子要从 1 开始数，一直

到 9。此时，孩子对 9 的认识还是一个‘数算或对应‘的过程。我们需要第三个视角，就

是要明白这九个数字之间的关系。

3． 分布和处境的视角。

在变化的视角里，孩子们自己建立了数的概念，其中也有数与数的一些简单关系。比如 9
比 8 多 1 个等等。此时我们要进行数与数之间的一些关系活动，使得孩子尽快将这个‘过

程‘对象化，就是独立整体化。比如：如果现在我有 8 个苹果，那么再加一个，就是 9 个；

2 比 1 多一个，3比 2多一个，那么 3 比 1 多几个？这样，将数字和数字之间的关系从相

差一个扩充到相差两个，甚至三个，等等。就是孩子要明白往上面数一个，两个，三个。

但不要更多。同时也要可以往下面数一个，两个，三个。不仅要能从 1 数到 9，也要能从

9 数到 1。

完成了以上的三个视角的知识图式的建立后，孩子们可以开始学习加法和减法了。当然，

我们建议和孩子将数字扩充到 20以内。因为，孩子可以自己思考如何，用数字表示‘比九多一个

‘呢？ 就是使用 1 和 0两个数，叫做’10‘来表示比’9‘多一个。然后就是 11，12，



13，。。。19，20，21，。。。。。100。很自然的一个过程。明天我们学习如何进行加法和减

法的三视角分析和学习。


